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. Solution de la série 1
Traitement quantique de 'information II

Exercice 1 Propriétés des matrices de Pauli

1. On a:

ag +as a; — iag
A =apl + ay0, + asoy + azo, = .
a1 +ay  ap — ag

Soit A = <a11 am). On doit avoir :

Q21 A22
ap + az = a
ap — az = Q22
.. . a1 + Qoo a1] — a3
ce qui implique ay = — et az = —

D’autre part on doit avoir :

ap — iag = a12
a1 + ’iCLQ = 921
. . a1z + as Q21 — Q12
ce qui implique a; = — et ag = —
?
Donc toute matrice 2 x 2 A peut s’écrire :

a1l + ag9 Q12 + Q91 Q21 — 12 a1l — Q29
A = I + Oy + To-y TUZ.
7
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Notez que si A = AT on doit avoir ag, a1, as, az € R.

Nous vérifions a chaque fois uniquement la premiere relation.
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Les autres calculs sont similaires. Remarquez que les relations s’obtiennent de la
premiere par permutation cyclique de zyz.

N _ (0 1) (0 =iy, (0 i) (01
920y T 020 = {1 o) \i o0 i 0/)\1 0

(0000

Puisque 0,0, = —0,0, on a :
Ox0y — OyOy = 204,0.

Puisque [0, 0] = 2i0, on déduit 0,0, = io,.

N0 = NgOy + Nyoy + N0, par définition

GE 5)2 = (g0, + nyoy, + n.0,) (nyo, + nyo, +n,0,)
= niai + niai + nzai
+ NNy 00y + NyNp 0y 0y
_'_ nxnzamaz —"_ nzn{L'O-ZO-ZL'
+ nyn.oy0, + N.Ny0,0,

= (ni+n§+nz)lzl

Dans la seconde égalité on a fait attention au fait que les matrices de Pauli ne com-
mutent pas. Dans la troisieme on a utilisé les relations sous 2. Dans la derniere égalité
on a utilisé que 7 est un vecteur unité (sa norme vaut 1).

Cette identité implique (77 - 3)* =7t - 7; (it - 3)* = I; ete...
Ainsi

oo /. N\E
t
expl(itii - &) = (’k? (7 - &)
k=0
(it)* @) .
=3 ol > o (7-0)
k pairs k impairs

D’autre part



i)k . it)* .
cost = Z % et 1sint = Z % ( )

k pairs k impairs

(Parenthése : Voir un formulaire, ou bien notez que

e = cost +isint et donc :
it)* it)*
Z %Jr %zcost+isint,
k pairs ’ k impairs ’

ensuite en changeant ¢ — —t on a aussi
(it)* (it)* -
Z N Z B = cost —sint,
k pairs k impairs
et en additionnant et soustrayant on trouve (x).)
Finalement on a bien prouvé :
exp(itn - &) = (cost)] + (isint)i - &

. Ecrivez explicitement les matrices 2 x 2!

Diagonalisation de o,.

0 I\ (1) | (wm v = Avg
(o) (2) =2 () =L

= v; = A%v; et vy = A2y, Pour avoir v; vo # 0 il faut A2 = +1 et donc \ = £1.
les valeurs propres sont +1.

Le vecteur propre associé a A = +1 satisfait a

V1 = Vg et Vg = V1.

1
= — est un vecteur propre normalisé
V2 <1) prop

Le vecteur propre associé a A = —1 satisfait a :
V] = —Vy et Vg = —V1.

1
:>_
V2

Diagonalisation de o.

1 .
(_1) est un vecteur propre normalisé

On peut procéder comme avant. On peut aussi trouver les valeurs propres en résolvant :



det(_i)\ :;\):AQ—(—i)(i):A2—1:O:>A:i1

Le vecteur propre associé a A = +1 satisfait a :

(0 -{
1 0 Uy Uy W] = Vs

Les deux équations sont identiques. On choisi v1 =1 et vy =14

= — () est un vecteur propre normalisé
7

V2

Pour le vecteur propre associé a —1 on a :
0 — v v —iUy = —0
1 0 Uy Vg W = —Us
On choisi v1 =1 et v = —1

1 1 .
Donc — i est un vecteur propre normalisé.

V2

Diagonalisation de o..

1 0 1 0
JZ—(O _1) dans la base (0) et <1)

o1 SN
Donc 1 est la valeur propre associée a (0) et -1 est la valeur propre associée a ((1))

Trace. La trace d’'une matrice est égale a la somme des élements diagonaux. Celle-ci
est aussi égale a la somme des valeurs propres. On vérifie que tout est consistent et
que Tro, = Tro, =Tro, = 0.

Déterminant. Le déterminant est égal a ajjase — ajaas;. Mais c’est aussi le produit des
valeurs propres. On vérifie que tout est consistent et que det 0, = det o, = deto, = —1.

. En notation de Dirac on a :

Q21 A22

ayg a
A= (00012 = a1 1]+ aun 1) 01+ a4 1]+ a0 0
En fait, il est utile de réaliser que ceci est consistent avec

(MAT) =an; (MAN) =aw; (AN =an et (HA[) = az.
D’autre part

= (g o) mei= (g o) wai=(] o) e« mui=(§ 3):
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Maintenant la vérification demandée est triviale. Le probleme aux valeurs propres en
notation de Dirac s’écrit :

Alg) = AlY)

ou bien

(arn [1) (M4 anz [1) (U + a2 1) (T + a2z [1) (D) (@ [1) + B) = Aa[1) + AB[)

aay [1) + aag [§) + Baiz [T) + Bax [{) = Aa|[T) + AB L)
(qay + Bawz) 1) + (aagr + Bags) [§) + = Aa[t) + A8 |{)

Cela signifie :

aay + Bay = A
aagy + Bagy = Af

Ce qui est bien str equivalent a la version matricielle

(e ) () =2 (3)
(" ar) ()= 6)

Les valeurs propres sont données par la condition («, 3) # (0,0) et donc

ou bien encore

(an — )\)(&22 - )\) — a12091 = 0 etc...

Finalement, il faut encore résoudre cette équation du second degré en .



Exercice 2 Interférométre de Mach-Zehnder

1. L’état initial est : |h)

Apres le 1¢ miroir semi-transparent : \%(|h) +i|v)).
Apres les deux déphaseurs : LZ( eler |h> + i€ |v)).
Ho

. RPN N i
Apres les miroirs réflichissants : \[( ) —ie'%2 |h)).
Apres 2°™ miroir semi-transparent :

et i

(01h) +[v)) =

(k) + i)

1 ) ) ) ,
= Sl ) ) (e — ) )
el

= = [T+ e29) |h) —i(1 = €29) v)]

= W)ﬁn)?

avec Ap = py — 1.

2. La probabilité de détection en D, est

prob(Dy) = |(h [¥fin) |

— 1Ap|2
e
L a0 —i2% 9
:Z‘e 2 e 2 ‘
A
:COSQ(T()O).

Probabilité de détection en Dy est |(h[tg,) |* = sinz(%). Ces probabilités dépendent
seulement de Ap = py — 1, donc seules les différences de phases sont mesurables et
non pas les "phases absolues ou globales®.

1 4
i1

1

. — Miroir semi-transparent = —= ( ) (matrice unitaire)

— Miroir réflichissant = ( (Z) (Z) ) (matrice unitaire)

0 1 0

duit — et 0 10 (e 0
produit = 0 1 0 eive | = 0 el

Pour le circuit correspondant voir figure 1 :

, . et 0 1 0 . -
— Déphaseurs (cristaux) = et i (matrices unitaires)

Remarque : On peut aussi vérifier :

ali)-0 el D6

Vv Vv
7 shift H (Hadamard)




|‘I’initia1> —

a|0) + B|1) »| & shift [H] 3 shifty =0 g,

S

11’»62‘%0_)0@ e Us)
i1 0 eive i 0 1v2\ i 1 > | fin

Mesure dans détecteurs

FIGURE 1 — circuit correspondant a l'interférometre
Donc pour réaliser une porte de Hadamard physiquement on peut utiliser

(3 ) EC DG o)

Vv VvV
Beamersplitter — Zshift

(To)- <. (10)

phase globale

D’autrepart

NOT or X

Le circuit ci-dessus est aussi équivalent a

e

% shift

=]

NOT 7 shift

A4

FIGURE 2 — circuit équivalent

v

Mesure dans

base {|0), 1)}



