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_ Solution de la série 1
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Exercice 1 Interférometre de Mach-Zehnder

On admettra que les réflections sur les miroirs produisent un déphasage de i.

1. L’état initial est : |h)
Apres le 1°" miroir semi-transparent : %(Vz) +i|v)).
Apres les deux déphaseurs : —5 (e [h) + e’ [v)).
Apres les miroirs réflichissants : 5 (™ [v) — i€ [h)).

Apres 2°™ miroir semi-transparent :

2 )+ Je)) — (1B + )

= L e i+ e — ) o
_ _ez;n [(1 n eiAcp) |h> . i(l _ eimp) |U>]
= |¢ﬁn>7

avec Ay = py — 1.
2. La probabilité de détection en D, est

prob(D1) = |(h [g) |

1 .
= Z|1+61A¢|2
= i|eiA2 te i &
Ap
2
= cos”( 5 ).

Probabilité de détection en Dy est |(h |¢g,) |* = sin?(52). Ces probabilités dépendent
seulement de Ay = 9 — @1, donc seules les différences de phases sont mesurables et
non pas les "phases absolues ou globales®.

3. — Miroir semi-transparent = \% ( ; i > (matrice unitaire)

— Miroir réflichissant = ( ; 6 ) (matrice unitaire)
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Mesure dans détecteurs

Fi1a. 1 — circuit correspondant a l'interférometre

0

. . er 0 1 0 . o
— Déphaseurs (cristaux) = et piv2 (matrices unitaires)

0 1

(e 0N (1 0 e
produit =" 1 J{ g ¢ )T\ 0 e

Pour le circuit correspondant voir figure 1 :
Remarque : On peut aussi vérifier :

)= el 260

J

S shift H (Hadamard)

Donc pour réaliser une porte de Hadamard physiquement on peut utiliser

=(3 2@ )G )

~

Beamersplitter — Sshift

(F0)- <« (o)

phase globale
NOT or X

D’autrepart

Le circuit ci-dessus est aussi équivalent a

et

y

a)0) + B|1) > 5 shift E 5 shift

=

0 e NOT g shift

Fi1G. 2 — circuit équivalent

Exercice 2 Propriétés des matrices de Pauli

1. On a :

ag +as a; — iag)

A =agl + a0, + ayo, + azo, = )
0 v y T e a; +iay ag— as

2

g shift

v

Mesure dans

base {|0), [1)}



Soit A = <a11 am). On doit avoir :

Q21 Q22
Qo + as = 11
Qg — a3 = A22
.. . a1 + Qo2 a1p — a2
ce qui implique ag = T et ag = T

D’autre part on doit avoir :

a; — ia2 = a12
aq + iCLQ = Q921
a12 + Ao Qo1 — Q12

ce qui implique a; = — et ay = 2%
i

Donc toute matrice 2 x 2 A peut s’écrire :

a1 + g2 Q12 + a2 21 — Q12 a1l — Q22
A= I+ Oy + ———0 —0,.
2 2 ‘ 2i v 2 ?
Notez que si A = A" on doit avoir ag, a, as, as € R.

Nous vérifions a chaque fois uniquement la premiere relation.

02,0y = 0,04 — 0,0,
o) 0 ) -G 00
o %))

_ <202 _022') — 2 (3 _01) — 2o,

Les autres calculs sont similaires. Remarquez que les relations s’obtiennent de la
premiere par permutation cyclique de xyz.

revien=(10) (0 0) () (o)
%) ()
(2 9)-o

0 1) (0 1 10

2 _ _ —
%—(1 o> (1 0)‘(0 1>_I'
Puisque 0,0, = —0,0, on a:

0x0y — 0y0y = 20,0,.

Puisque [0, 0] = 2i0, on déduit 0,0, = io,.
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St

<G = Ny0oy + Nyoy + n,0, par définition

(73 - 5)2 = (g0, + nyo, + n.0,) (ny0, + nyoy, +n,0,)

=nlo- + 71,12;‘7,5 +nlo?

+ NeNy OO0y + NyNpTy0,
Tt NaN2 000, + N2Np0.0,
+ nyn,o,0, +n,Ny0,0,

=n2+n,+n)l=1

Dans la seconde égalité on a fait attention au fait que les matrices de Pauli ne com-
mutent pas. Dans la troisieme on a utilisé les relations sous 2. Dans la derniere égalité

on a utilisé que 7 est un vecteur unité (sa norme vaut 1).
Cette identité implique (7 - &)* =i - 7; (it - &) = I; etc...
Ainsi

—+oo Nk
t
exp(iti - &) = (Zk—?(ﬁ-ﬁ)k
k=0
B (it)* LN
=Dty 2
k pairs k impairs

D’autre part

‘tk .t k
cost = Z (Zk') et tsint = Z (Zk—?

k pairs k impairs

(Voir un formulaire) ou bien notez que :

e = cost +isint et donc :

Z (zk') n Z %:coswrz'sint,

k pairs k impairs

ensuite en changeant ¢ — —t on a aussi

Z%— Z %=Cost—isint,

k pairs ) k impairs

et en additionnant et soustrayant on trouve (x)
finalement on a bien prouvé :

exp(itii - &) = (cost)] + (isint)n - &
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4. Diagonalisation de o,.

0 1 (A (%] V1 = AUy
(10) ()= () = {02

= v; = A%v; et vy = A2y, Pour avoir v; vy # 0 il faut \> = +1 et donc A = £1.
les valeurs propres sont =£1.

Le vecteur propre associé a A = +1 satisfait a

U1 = U9 et Vg = V1.

1 /1
= — est un vecteur propre normalisé
V2 <1>

Le vecteur propre associé a A = —1 satisfait a :
V1 = —Us et Vg = —U1.

1
:>_
V2

Diagonalisation de o,.

1 .
(_1> est un vecteur propre normalisé

On peut procéder comme avant. On peut aussi trouver les valeurs propres en résolvant, :

det(_iA __/Z\>=/\2—(—z')(z')=)\2—1=0:>)\=:|:1

Le vecteur propre associé a A = +1 satisfait a :

G )0 =0 =
i 0 Uy Uy W1 = Vg

Les deux équations sont identiques. On choisi v1 = 1 et vy =i

1 .
= — <z est un vecteur propre normalisé

V2

Pour le vecteur propre associé & —1 on a :

0 Uy (5 W1 = —Ug
On choisi v1 =1 et v9 = —i

1 1 .,
Donc — _ est un vecteur propre normalisé.

V2

Diagonalisation de o,.




1 0 1 0
02—(0 _1) dans la base (0> et <1>

Lo (1 L
Donc 1 est la valeur propre associée a (0> et -1 est la valeur propre associée a (2)

Trace. La trace d'une matrice est égale a la somme des élements diagonaux. Celle-ci
est aussi égale a la somme des valeurs propres. On vérifie que tout est consistent et
que Tro, =Tro, =Tro, = 0.

Déterminant. Le déterminant est égal a a11a90 — a12a01. Mais c’est aussi le produit des
valeurs propres. On vérifie que tout est consistent et que det o0, = det o, = det o, = —1.

. En notation de Dirac on a :

an a
A= (20 02) = an 1) (14 s 1) Q1+ 13411+ o 1) .
En fait, il est utile de réaliser que ceci est consistent avec

(TMA[T) = au; (T[A[L) = awz; {[A[T) = a2 et (L[| A|]) = az.

D’autre part

mai= (g o) mai= (g o)swai= (] o) e mai=(g 3)-

Maintenant la vérification demandée est triviale. Le probleme aux valeurs propres en
notation de Dirac s’écrit :

Alg) = Alv)

ou bien

(arn [T) (T + axz [T) (L[ + a1 [1) (T] + a2 |1) (L)) («[T) + B1)) = Aa[T) + AB[])

aary |T) + aag |1) + Baiz |T) + Bax [1) = Aa|T) + A1)

(anr + Baio) |T) + (aagr + Baxw) |1) + = A |T) + AB])

Cela signifie :

{ aall + ﬁam = A\
aagy + Pagzg = A3

Ce qui est bien sur equivalent & la version matricielle
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(e 22) () =2 (3)
(" ) (5) = ()

Les valeurs propres sont données par la condition (a, 3) # (0,0) et donc

ou bien encore

(a11 - /\)(CLQQ — /\) — Q12Q91 = 0 etc...



