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Solution de la série 11
Traitement quantique de I'information II

Exercice 1

L’état initial du systeme total est ps & 0)(0].
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La trace partielle sur I’environnement, prise terme a terme donne

Tre Ups @ [0){0]U = [0)(0]ps]0) (O] + [1)(1]ps|1) (1|

On a utilisé les relations

Tre [0){0] = 1;
Tre X[0)(0] = (0[X10) = 0;
Tre |0) (0| X = 0;
et Tre X[0)(0|X = (0] X?|0) = 1;

Nous voyons que pg = EopsEy + E1psE]™ avec Ey = |0)(0] et E; = |1)(1]. On vérifie
que

EfEy+ EfE; =10)(0] + |1)(1] =1
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La trace partielle sur I’environement donne :

X X Y Y
Tre Upg @ [O)0[UF = o pg o 4 2 _pet_
reUps |><| ﬂps\/ﬁ \/5105'\/5

en utilisant comme avant,
Tre [0){0] = 1;
Tre [0)(0]X = Tre X|[0)(0| =1

et Trg X1]0)(0|X = 1.

L’opération finale sur S est :

/ 1 1
ps = =XpsX + =Y psY = EypsEy + Ei1psEf

2 2
avechz%etElz%.Onabien
X2 v? I 1
BQEy+ BV By = =5 45 =1

comme requis.

Exercice 2

Bit-flip :

p = —pp+pXpX
Prenons p = (I + N - &). Alors
,1- ; ;
= Tp(I+N-6)+§(X2+XN-&X).
Puisque X2 =T et XY X = —X?Y =Y, XZX = —Z et XXX = X on obtient
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,1-
P :Tp(l—knxX Y +n.2) + g(l + 1. X —n,Y —n,2)

1.1 1—2p 1—2p

L’application sur la sphere de Bloch est donc

N = (g, My, M) — N = (ng, (1 = 2p)ny, (1 — 2p)n,)

Pour 0 < p < % cela correspond a une contraction du plan yz, 'axe x restant inchangé.
La surface de la sphere devient un ellipsoide d’axes (1,+/1 — 2p, /1T — 2p). (Voir dessins de
Nielsen et Chuang).

Phase-flip :

p =(1—pp+pZpZ

1— — —
:Tp(I +N-3)+ g()@ 4 ZN-32)

1 —2p 2p 1
- X Y 4 -n.Z

5 5 + 5 Ny Y + 2n

—

N = (ng,ny,n,) — N = (1 =2p)ng, (1 —2p)ny, n,)

On trouve que n, est inchangé et le plan xy est contracté.
Phase & bit flip :

p=0-pp+pYpy
On trouve apres calculs similaires :

—

N = (ng,ny,n,) — N = (1 =2p)ng,ny, (1 —2p)n,)

Canal dépolarisant :

Donc N = (g, Ny, ny) — N = (1 =p)ng, (1 —p)ny, (1 —p)n,)
Le rayon de la sphere de Bloch est contracté de /1 — p.

Exercice 3



a) Pour toutes matrices densités p :

XpX+YpY +2Zp7 1,1 - I Y
p+Xp +4p + Zp :Z<§+N.5+X§)(+XN-5X

I . I .
+Y§Y+YN~J-Y+Z§Z+ZN~5Z)

1
:Z(Ql +n, X +n,Y +n.Z+n, X —n)Y —n,Z
—n, X +n)Y —n,Z —n, X —n,Y +n,2)

I
2
b)
I
E€(p) =p5 + (L —=p)p
p+XpX +YpY + ZpZ
=p 1 +(1=p)p
3
:(1—Zp>p—|—§(XpX+YpY+ZpZ)

En changeant de parametrisation p = %p/ on obtient

/

£(p) = <1—p'>p+%<XpX+YpY+ZpZ>.



