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_ Solution de la série 10
Traitement quantique de I'information II

Exercice 1 FEtats de mélange

a) Pour la premiére source la matrice densité est :

1 1
p= 310001+ 51l = (

Ol
= O
N—

et pour la deuxiéme :
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Nous voyons que la matrice densité peut correspondre & plusieures préparations phy-
siques de la source.

b) Ici on a la matrice densité :
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Décomposition spectrale : il faut calculer les valeurs propres et les vecteurs propres.
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Normalisons les vecteurs :
1 2 1 1
Ay = 3 + % correspond & (\/5 B 1) = |uy)
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En notation de Dirac
p = Aelv) (] + Al o
Exercice 2 Sphére de Bloch
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Les carrés des matrices de Pauli sont égaux & la matrice unité et ils anticommutent,

),

donc
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qui est égal a p si ]\7” =1.

b) Pour N = (0,0,+1) :

Pour N = (0,+1,0) :

Pour N = (+1,0,0) :




Pour N = (cos 6 sin ¢, cos f cos ¢, sin 0) :

¢) Pour N = (0,0,0) p = 1
Pour N = (0,0,41) p =
Pour N = (0,0,41) p =
Pour N = (0,+1,0) p =
Pour N = (0,—1,0) p =
Pour N = (+1,0,0) p =

Pour N = (—1,0,0) p =

Pour N = (cos  sin ¢, cos 6 cos ¢, sin )
1 < 1+sinf —icos 96i<P>

_l . 1 = = i
p = 5(1 4 cosfsin po, + cosf cos po, +sinfo,) = 5 icosfe ™ 1 —sinf

Pour]\7:(0,0,+oz)pZ%(1+a0z):%(1—5(1 1804)'
Pourﬁ_(()?o?_a)p_%(l_aaz)_%(16Q 1—801).
Pour avoir un état pur il faut avoir N H =1.

Donc les numeros 2,3,4,5 sont des états purs. Le Ket correspondant est :
|0) et |1) pour (0,0,£1)
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NG e 7 pour (+£1,0,0)
% et % pour (0,41,0)
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€2 cos0|0) et e /?sinf|1) pour (cos@sin g, cosdcosp,sinb)

Exercice 3 Intrication de Matrices densité réduites
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On trace sur Bob et il reste :
1
par = Tr3 pros = |90>1<90|1 & 2 (|T>2 <T|2 + H>2 <l|2)
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Puis on trace sur Alice et il reste :

1
Alice possede |p)1{p1 ® (2 O) :
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Bob possede un état de mélange completement désordonné.

b) Si Alice applique Ujz dans son labo, la matrice densité totale devient :

(U2 @ I3) pror (Uty @ I3) = p;ot'
Bob lui possede 'état

i !
PBob = TI'12 Ptot

= 'le(UmptothE)

= Tr19(U5U2) prot (cyclicité)
=Tr12 prot (unitarité)
=pBob (calculé auparavant)
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Bob ne peut pas détecter I'opération d’Alice.

¢) Maintenant Alice fait une mesure de base Pl(; ); n =1,2,3,4. Le nouvel état est :

Pl(;)Um,OtothEPl(g) _ p(n)
n n) ~ Ftot
Tr P Usapron Uy P
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avec prob(n) = Tr P2 Ura iUy P,
Puisque le résultat de la mesure (ce résultat est n) est connu seulement d’Alice (en

admettant qu’elle ne le transmet pas & Bob), pour Bob la nouvelle matrice densité est
donnée par :

Py = Y_ prob(n) Triz g

- Z prob(n) Tr1 Pl Unapro Uy Py’
" prob(n)

= Z Triy Pl(g)(UmptotUﬁ)Pl(;)

2
Utilisant la cyclicité de la trace, (Pl(g )) =P et Y PP =1, @1, on trouve

PBob = pIBob = PBob-

d) Ainsi tant qu'il n’y a pas de communication entre Alice et Bob, Bob ne peut pas détecter
la présence d’Alice et ne peut pas détecter ses opérations qu’elles soient unitaires ou
qu’elles soient des mesures. C’est pour cela que dans le protocol de téléportation il y
a une phase de communication classique entre Alice et Bob. [Cette phase de commu-
nication ne peut pas s’opérer a vitesse plus grande que celle de la lumiére]. Les états
intriqués peuvent aider ou assister & la communication entre Alice et Bob mais ils ne
peuvent servir eux-mémes a transporter l'information.




