
Chapitre 10Corretion d'erreur en MQDans la théorie lassique la faon usuelle de ompenser les e�ets du bruitdans le stokage ou la ommuniation des données est d'introduire de laredondane de faon su�samment struturée. C'est e que l'on appelle laorretion d'erreurs. La orretion d'erreurs est e�ae dans la mesure oùl'information est digitale. En e�et pour des signaux analogues les perturba-tions sont ontinues e qui rend la orretion d'erreurs quasiment impossible.On pourrait maintenant roire que dans le as quantique la orretiond'erreurs est aussi impossible (ou néanmoins di�ile) ar les états de l'espaed'Hilbert forment un ontinuum. D'autrepart le proessus de mesure tend àdétruire l'état quantique du système, e qui n'est pas le as dans le mondelassique. Parfois des arguments ont été avanés pour dire que la orretiond'erreur n'est pas possible pour des états quantiques, mais il s'est avéré (suiteaux travaux de Shor) qu'il n'en est rien. La nature disrète de la MQ semanifeste dans la lassi�ation des perturbations possibles et on peut enoreonstruire des odes orreteurs d'erreurs.10.1 Bref rappel sur les odes linéaires las-siquesLe ode orreteur le plus simple que l'on puisse imaginer est le ode derépétition. Supposons que l'on veuille transmettre un bit 0 ou 1 à travers unanal BSC qui renverse le bit ave probabilité p. On pourrait utiliser le odede répétition
0 −→ 000

1 −→ 1111



2 CHAPITRE 10. CORRECTION D'ERREUR EN MQPour auun ou un seul renversement on peut failement déteter puis orri-ger l'erreur grâe á la règle de la majorité. Par exemple si 010 est reu on enonlu que très probablement le deuxiéme bit a été renversé et on déode enfaisant l'opération 010 → 000. Ce faisant, peut-être que l'on fait une erreurde déodage ar il se pourrait qu'en fait 111 était e�etivement transmis etque les premier et troisième bits aient été renversés par le anal. Mais laprobabilité de et événement est très faible si p est assez petit. Sans répéti-tion la probabilité d'erreur de déodage sera toujours égale à p alors qu'averépétition elle est égale à p3 + 3p2(1 − p) = 3p2 − 2p3 et est inférieure à ppour tout 0 < p < 1
2
.De faon générale un ode binaire linéaire est obtenu par une appliationlinéaire

F
k
2 → F

n
2

~u 7→ G~u = ~xoù ~u =






u1...
uk




 est un veteur olonne ontenant k bits d'information et Gune matrie (d'éléments 0 ou 1) n × k. Le veteur G~u est le mot de ode,veteur binaire à n omposantes. Toutes les opérations sont faites mod 2.Pour que l'image de Fk

2 dans Fn
2 soit un sous-espae vetoriel de dimension kon prend une matrie G de rang k. C'est à dire que les k olonnes de G sontlinéairement indépendantes. Le ode de répétition orrespond à la matrie

G =





1
1
1



 et k = 1. Un autre exemple orrespond à G =











1 0
1 0
1 0
0 1
0 1
0 1











. Lesmots de ode sont :
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]
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]
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1
1
1
1
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.La matrie G s'appelle la matrie génératrie, n la longueur du ode et
k sa dimension (la dimension du sous-espae vetoriel dans Fn

2 ). On dit quel'on a un ode (n, k). Le nombre de mots de ode est 2k et son �rendement� k
n
.



10.1. BREF RAPPEL SUR LES CODES LINÉAIRES CLASSIQUES 3Une autre représentation utile du ode est en terme de sa matrie deparité (elle-i n'est pas unique). Puisqu'un ode linéaire est un sous-espaevetoriel de Fn
2 , il peut être vu omme le noyau d'une matrie H , 'est à direl'ensemble des veteurs solutions de

H~x = 0 , H de dimension (n− k) × net H est duale de G, 'est à dire HG = 0.Pour onstruire H à partir de G on peut érire G = [~g1, . . . , ~gk] où
~g1, . . . , ~gk sont indépendants et prendre n−k veteurs orthogonaux ~h1, . . . ,~hn−kau sous-espae engendré par ~g1, . . . , ~gk. Alors

H =






~hT
1...

~hT
n−k




Ii rang H = n− k et don dim(Ker H) = n− rang H = k. Réiproquementpour onstruire G à partir de H on prend les n− k veteurs lignes indépen-dants de H et on onstruit k veteurs orthogonaux (au sous-espae engendrépar les lignes de H) qui forment les k olonnes de G.La matrie de parité permet de déteter ertaines erreurs (mais pas toutes).Supposons que le mot ~x soit transmis à travers un anal et que ~x′ soit reu :

~x′ = ~x+ ~e où ~e est un veteur ontenant des 1 aux omposantes erronées et
0 ailleurs. On a :

H~x′ = H~x+H~e = H~eOn appelle H~e le syndrome. Si elui-i est non-nul il indique que le mot reuest erroné. Notez que s'il est nul il peut y avoir ou non erreur de transmission.Pour le anal BSC la probabilité d'avoir un veteur d'erreur ~e est p|~e|(1 −
p)n−|~e| et il est naturel (pour p petit) de déoder ~x′ en délarant que ~x estle veteur qui minimise d(~x, ~x′) (égale é |~e|) la distane de Hamming entre
~x et ~x′. En e�et ~x est le veteur transmis le plus probable (qui maximise
p|~e|(1 − p)n−|~e|) étant donné que ~x′ a été reu (les veteurs transmis sonthoisis uniformément). C'est le déodeur dit de �distane minimale�.Un paramètre important qui aratérise la qualité d'un ode est sa dis-tane minimale d = minx,x′∈C d(~x, ~x

′). Pour un ode linéaire on a aussi
d = minx 6=0∈C d(~x, 0). On parle alors de ode (n, k, d) : longueur n, dimen-sion k et distane minimale d. Le théorème suivant est important (et faileà prouver).



4 CHAPITRE 10. CORRECTION D'ERREUR EN MQThéoréme : Soit un ode (n, k, d). On peut toujours orriger jusqu'à terreurs ave 2t+ 1 ≤ d grâe au déodeur de la distane minimale.Si on onsidére les boules de Hamming de rayon d−1
2

autour des mots deodes, elles-i ne s'intersetent pas. De plus si le nombre d'erreur est ≤ d−1
2alors le mot reu ~x′ est ertainement dans une et une seule des boules. On dé-lare que le mot transmis est l'unique mot de ode dans la même boule que ~x′.

~O

~x

~x
′

b

b

b

b b

Rappel sur les odes de Hamming. Ceux-i sont ommodément déritspar leur matrie de parité. Soit r ≥ 2 et H la matrie de parité dont lesolonnes sont tous les 2r − 1 veteurs binaires non nuls de longueur r. Ona n = 2r − 1 et n − k = r ⇒ k = 2r − r − 1. On obtient don un ode
(n, k) = (2r − 1, 2r − r − 1) de longueur 2r − 1 et dimension 2r − r − 1. Ilfaut véri�er que le rang de ette matrie est bien r : ela est vrai ar parmiles 2r − 1 veteurs binaires non nuls, il y en a r indépendants qui engendrenttout Fr

2.On peut montrer que pour tout ode linéaire, le nombre minimal de o-lonnes de H qui sont linéairement indépendantes donne exatement d ('esté dire toute olletion de d − 1 olonnes sont linéairement indépendantes).Pour les odes de Hamming on voit failement que d = 3. Ainsi es odesorrigent une erreur. Par exemple le ode de Hamming (7, 4, 3) posséde lamatrie (ii r = 3)
H =





0 0 0 1 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 0 1 0 1 0 1





Ii nous avons ordonné les olonnes dans l'ordre lexiographique ar elapermet une orretion d'erreur aisée. Supposons qu'une erreur soit produite



10.2. CODES DE RÉPÉTITION QUANTIQUE 5
dans le 3iéme bit. Alors 'est ~e =













0
0
1
0
0
0
0













et le syndrome vaut H~e =





0
1
1



 quiest égal à la 3iéme olonne de H . Le syndrome nous montre automatiquementquel bit est erroné et il su�t de le renverser pour e�etuer la orretiond'erreur. On est assuré que l'erreur est orretement détetée et orrigée,seulement si elle est unique.10.2 Codes de Répétition QuantiquePar analogie ave le as lassique on peut onsidérer le ode de répétition
|0〉 → |000〉
|1〉 → |111〉.que nous allons utilisé sur un anal bit-�ip.Quel est le proédé de détetion et orretion dans le as quantique ? Ilfaut hoisir orretement la base de mesure pour ne pas détruire irrémédia-blement l'information restante du anal ! Ii l'espae d'Hilbert à la sortie duanal est de dimension 23 = 8 et il faut une base à 8 dimensions. Considéronsles 4 projeteurs de dimension 2 haun (8 don au total)

P0 = |000〉〈000|+ |111〉〈111|
P1 = |100〉〈100|+ |011〉〈011|
P2 = |010〉〈010|+ |101〉〈101|
P3 = |001〉〈001|+ |110〉〈110|.

P0 projette dans le sous-espae à 0 erreurs, P1 dans le sous-espae à une erreursur le premier bit, P2 dans le sous-espae à une erreur dans le deuxiéme bit,
P3 dans le sous-espae à une erreur sur le 3iéme bit. L'entrée du anal est leket α |0〉 + β |1〉 odé :

α |000〉 + β |111〉Notez que e ode de répétition ne viole pas le �no-loning theorem� ar onrépète uniquement des états de base orthonormés. Ii on ne répète pas l'état
α |0〉 + β |1〉, e qui violerait le no-loning theorem. Si une seule erreur estproduite, mettons pour le deuxième bit (ave probabilité p) la sortie est

α |010〉 + β |101〉



6 CHAPITRE 10. CORRECTION D'ERREUR EN MQUne mesure dans la base {P0, P1, P2, P3} préserve l'état ave probabilité 1ar
P2(α |010〉 + β |101〉) = α |010〉+ β |101〉et ainsi on détete que l'erreur est dans le deuxième bit sans détruire l'état.La orretion d'erreur se fait en appliquant l'opérateur unitaire 1 ⊗ X ⊗ 1qui renverse le deuxième bit.

1⊗X ⊗ 1(α |010〉 + β 101〉) = α |000〉 + β |111〉.Bien sur (omme dans le as lassique) on ne détete pas orretement desrenversements de deux ou trois bits.Il est utile de d'érire le proédé de orretion d'erreur d'un autre pointde vue. Considérons un appareil de mesure qui mesure les observables
Z1 ⊗ Z2 ⊗ 1 et 1⊗ Z2 ⊗ Z3.Notons que la mesure simultanée de es observables (ave un seul appareilde mesure) est possible ar elles ommutent. La mesure de haque obser-vable donne les résultats (±1) et (±1). Ces mesures onstituent l'analoguedu �syndrome lassique� :

+1 et + 1 −→ pas d'erreur
−1 et + 1 −→ erreur dans le 1er bit
−1 et − 1 −→ erreur dans le 2éme bit
+1 et − 1 −→ erreur dans le 3éme bit.Une fois l'erreur détetée on la orrige en appliquant un opérateur unitaire :pas d'erreur −→ 1⊗ 1⊗ 1

1er bit −→ X1 ⊗ 1⊗ 1

2éme bit −→ 1⊗X2 ⊗ 1

3éme bit −→ 1⊗ 1⊗X3.Toutes les opérations � enodage, transmission, mesure, orretion � sontpermises par la MQ (opérateurs unitaires ou mesures projetives).Exerie Proposez un iruit pour réaliser l'opération d'enodage.



10.2. CODES DE RÉPÉTITION QUANTIQUE 7Ce ode n'est pas e�ae pour protéger létat ontre les erreurs produitespar un anal �phase-�ip�. En e�et un phase-�ip (sur n'importe-quel bit) pro-duit létat
α|000〉 − β|111〉à la sortie du anal. On voit failement que le syndrome est (+1,+1) quiest interprété omme une absene d'erreur. Un ode de répétition utile pourle anal �phase-�ip� (mais du oup, inutile pour le bit-�ip) est obtenu entravaillant dans la base |+〉 = |0〉+|1〉√

2
; |−〉 = |0〉−|1〉√

2
.Enodage :

|0〉 → |+〉 → | + ++〉
|1〉 → |−〉 → | − −−〉.Détetion d'erreur :Mesurer les observables (qui ommutent)

X1 ⊗X2 ⊗ 1 et 1⊗X2 ⊗X3.La mesure donne les syndromes :
+1 et + 1 −→ pas d'erreur
−1 et + 1 −→ erreur dans le 1er bit
−1 et − 1 −→ erreur dans le 2éme bit
+1 et − 1 −→ erreur dans le 3éme bit.Corretion d'erreur :Appliquer les opérateurs unitaire :pas d'erreur −→ 1⊗ 1⊗ 1

1er bit −→ Z1 ⊗ 1⊗ 1

2éme bit −→ 1⊗ Z2 ⊗ 1

3éme bit −→ 1⊗ 1⊗ Z3.Par exemple si on transmet |0〉, on ode par | + ++〉 et si le anal produit
|++−〉 on mesurera (+1,−1) e qui indique que le 3iéme bit a subi un phase-�ip. On applique

1⊗ 1⊗ Z3| + +−〉 = | + ++〉 → |0〉.



8 CHAPITRE 10. CORRECTION D'ERREUR EN MQ10.3 Le ode de ShorLa situation du paragraphe préédent n'est pas enore satisfaisante aren MQ les deux types d'erreurs peuvent essentiellement survenir en mêmetemps et nous aimerions un proédé qui les orrige toutes. La solution de eproblème a été présentée pour la première fois par Shor et elle se révèle êtreà la base des autres onstrutions plus élaborées qui ont suivies.Si nous pouvons orriger à la fois les bits-�ips et les phases-�ips, alors nouspouvons orriger du même oup une très large lasse d'erreurs à 1 qubit. Ene�et nous pourrons orriger toutes les erreurs produites par des anaux dutype
E(̺) = p0̺+ p1X̺X + p2Y ̺Y + p3Z̺Zave p0+p1+p2+p3 = 1. Cette lasse ontient les anaux blit-�ip, phase-�ip,bit-phase-�ip, dépolarisant, et... Notons que ela n'inlut pas des erruers surl'amplitude des oe�ients α et β.L'idée prinipale du ode de Shor est de �onaténer� les deux odes derépétition. La onaténation est en fait une méthode de la théorie lassiquedu odage. Elle permet de onstuire des nouveaux odes en assemblant desodes élémentaires.Les mots de ode sont onstruits omme suit :

|0〉 → |+〉 −→ | + ++〉 =
|0〉 + |1〉√

2
⊗ |0〉 + |1〉√

2
⊗ |0〉 + |1〉√

2

−→ |000〉+ |111〉√
2

⊗ |000〉 + |111〉√
2

⊗ |000〉 + |111〉√
2

≡ |0S〉.

|1〉 → |−〉 −→ | − −−〉 =
|0〉 − |1〉√

2
⊗ |0〉 − |1〉√

2
⊗ |0〉 − |1〉√

2

−→ |000〉 − |111〉√
2

⊗ |000〉 − |111〉√
2

⊗ |000〉 − |111〉√
2

≡ |1S〉.Ainsi haque quibit est enodé par un état à 9 qubits. Le �rendement� de eode est 1/9. Si nous appelons |0〉S et |1〉S les deux états à 9 qubits, un motde ode général est
|ψ〉 = α |0〉 + β |1〉 → |ψS〉 = α |0〉S + β |1〉S .Le iruit suivant réalise l'opération de odage de faon unitaire :



10.3. LE CODE DE SHOR 9
b b b b

b b

b b

+

+

+

+

+

+

+

+

H

H

H

|ψ〉
|0〉
|0〉
|0〉
|0〉
|0〉
|0〉
|0〉
|0〉

|ψ〉S

code de répétition protégeant

les erreurs “phase-flip”

code de répétition protégeant

les erreurs “bit-flip”

︸ ︷︷ ︸ ︸ ︷︷ ︸

︸
︷
︷

︸

Montrons maintenant que e ode est apable de protéger l'état ontren'importe quelle erreur sur 1 qubit engendrée par les opérateurs 1 (pas d'er-reur), X (bit-�ip), Z (phase-�ip) et Y (bit & phase �ip). En d'autres termesnous voulons montrer que si la sortie du anal est |ψS〉, X1|ψS〉, Y1|ψS〉, Z1|ψS〉agit sur un seul des 9 qubits, il est possible de déteter l'erreur et de reons-truire |ψ〉S (et don |ψ〉 ) grâe à des opérations permises en MQ.Considérons d'abord l'ation de X tout seul sur un des trois premiersqubits (bit-�ip). Comme avant, la mesure simultannée des observables Z1Z2et Z2Z3 permet de déider si un des trois premiers qubit est renversé ou non.Ensuite il est faile de le orriger en appliquant Xi (si 'est i = 1, 2, 3 qui estrenversé). Pour pouvoir traiter tous les qubits e ette faon il faut faire unemesure des opérateurs suivants
Z1Z2 et Z2Z3; Z4Z5 et Z5Z6; Z7Z8 et Z8Z9.Tou es opérateurs ommutent et la mesure simultannée est possible.Considérons maintenant l'ation de Z sur un seul des trois premiers qubits(phase-�ip). Un phase-�ip sur le deuxiéme qubit hange les états de base en(l'état é la sortie du anal est Z2|ψ〉S ave probabilité p)

|000〉 − |111〉√
2

⊗ |000〉 + |111〉√
2

⊗ |000〉 + |111〉√
2et

|000〉 + |111〉√
2

⊗ |000〉 − |111〉√
2

⊗ |000〉 − |111〉√
2



10 CHAPITRE 10. CORRECTION D'ERREUR EN MQCette erreur peut étre détetée (sans détruire es états) gràe à une mesuredes (opérateurs qui ommutent entre eux)
(X1X2X3)(X4X5X6) et (X4X5X6)(X7X8X9)Par exemple pour l'erreur i-dessus

(X1X2X3)(X4X5X6)(Z2|ψS〉) = −(Z2|ψS〉)et
(X4X5X6)(X7X8X9)(Z2|ψS〉) = +(Z2|ψS〉)On onlut que l'erreur phase-�ip est dans un des trois premiers qubits.Notez que l'on ne peut pas a�rmer lequel des trois est erroné. Mais ela nenous empèhe pas d'e�etuer la orretion en appliquant l'opérateur Z1Z2Z3(véri�ez !)

Z1Z2Z3(Z2|ψS〉) = |ψS〉.Illustrons maintenant la orretion d'une erreur bit & phase-�ip sur le 4iémebit. L'état sortant du anal est
X4Z4|ψS〉.D'abord on détete les bit-�ip omme suit :

Z1Z2(X4Z4|ψS〉) = X4Z4|ψS〉
Z2Z3(X4Z4|ψS〉) = X4Z4|ψS〉
Z4Z5(X4Z4|ψS〉) = −(X4Z4|ψS〉) (ar Z4X4 = −X4Z4)

Z5Z6(X4Z4|ψS〉) = X4Z4|ψS〉
Z7Z8(X4Z4|ψS〉) = X4Z4|ψS〉
Z8Z9(X4Z4|ψS〉) = X4Z4|ψS〉On onlut qu'il y a un bit-�ip sur le 4iéme bit. Ensuite on détete les phases-�ips omme suit
X1X2X3 X4X5X6(X4Z4|ψS〉) = −X4Z4|ψS〉(ar X4 et Z4 anti-ommutent)
X4X5X6 X7X8X9(X4Z4|ψS〉) = −X4Z4|ψS〉et on onlut qu'il y a aussi un phase-�ip sur le quatriéme qubit. L'état estorrigé en appliquant (X4Z4) sur la sortie du anal :X4Z4 (X4Z4)|ψS〉 = |ψS〉.



10.4. CODES DE CALDERBANK - SHOR - STEANE 11Corretion d'erreurs générales à 1 qubit Les résultats obtenus jus-qu'ii peuvent être obtenus aussi d'une faon plus uni�ée qui montre leurgénéralité. Considérons la matrie densité dérivant la sortie d'un anal quel-onque :
|ψS〉〈ψS | → E(|ψS〉〈ψS |)Une mesure des observables Z1Z2, Z2Z3, Z4Z5, Z5Z6, Z7Z8, Z8Z9 et

X1X2X3 X4X5X6, X4X5X6 X7X8X9 va projeter l'état E(|ψS〉〈ψS |) sur undes sous-espaes propres de es observables. Les valeurs propres sont touteségales é ±1. Si le bruit est faible et agit essentiellement sur un qubit auplus le syndrome sera ave une grande probabilité du type disuté dans lesparagraphes préédents, 'est à dire orrespondant à un bit-�ip, phase-�ipou bit & phase �ip. On peut l'identi�er puis orriger l'erreur. Il existe unefaible probabilité (si le bruit est faible) que l'erreur a�ete plus qu'un qubit(omme dans le as lassique) et alors la orretion d'erreur est erronée.Pour résumer, ode de Shor est de longueur 9, a dimension est 2, et ilorrige 1 erreur. Plus préisément les mots de ode sont de type α |0〉S+β |1〉S ,don vivent dans un sous-espae de Hilbert de dimension 21, de l'espae à 9qu-bits, qui est lui est de dimension 29. On dit que les paramètres de e odequantique sont [9, 1, 1] (longueur 9 et dim H = 29 ; dim C = 21 ; orrige uneerreur).10.4 Codes de Calderbank - Shor - SteaneLe ode de Shor orrige seulement 1 erreur (omme les odes de Ham-ming). Nous donnons maintenant la onstrution d'une large lasse de odesapables de orriger t erreurs de type bit et phase �ips. Pour une longueur ndonnée, il est possible de onstruire des odes de dimension k et orrigeant terreurs tels que k
n
et t

n
soient O (1).Soit C1 et C2 deux odes linéaires lassiques tels que C2 ⊂ C1 de para-mètres (n, k1) et (n, k2). Nous rappelons que C1 est un sous-espae vetorielde Fn

2 de dimension k1 et C2 un sous-espae vetoriel de C1 de dimension
k2 ≤ k1. On suppose aussi que C1 et C⊥

2 orrigent t erreurs (par exempleleur distane minimale est d = 2t + 1). Le ode dual C⊥
2 est le sous-espaevetoriel orthogonal à C2 dans Fn

2 et sa dimension est don n− k2.En fait C2 est aussi un sous-groupe de C1 et on peut onsidérer l'ensembledes lasses d'équivalenes C1/C2. Soit ~x un mot de C1, la lasse d'équivalenede ~x est l'ensemble des mots de la forme {~x + ~y; ~y ∈ C2}. C'est don l'hy-



12 CHAPITRE 10. CORRECTION D'ERREUR EN MQperplan parallèle à C2 passant par ~x ∈ C1. Posons
|~x+ C2〉 =

1
√

|C2|
∑

~y∈C2

|~x+ ~y〉Ce ket ne dépend que de la lasse d'équivalene assoiée à ~x et non pas dureprésentant spéial hoisi.
b

b

~x

~x′

C2

|~x+ C2〉

|~x′ + C2〉

C1 ⊂ F
n
2

︸

︷︷

︸

︸

︷︷

︸

Le ket |~x + C2〉 est la superposition ohérente de tous les états dans lalasse d'équivalene ~x+C2. Pour deux lasses d'équivalene di�érentes ~x+C2et ~x′+C2 ('est à dire que ~x−~x′ /∈ C2) les kets assoiés sont perpendiulaires :
〈~x+ C2|~x′ + C2〉 = 0Il y a |C1|

|C2| = 2k1−k2 lasses d'équivalene et don 2k1−k2 veteurs orthogonaux.Le ode CSS(C1, C2) est le sous-espae d'Hilbert engendré par es 2k1−k2veteurs orthogonaux. C'est un sous-espae de l'espae d'Hilbert à n qubits
C

2 ⊗ C
2 ⊗ · · · ⊗ C

2

︸ ︷︷ ︸

n fois lequel est de dimension 2n. Les paramètres du ode sont
[n, k1 − k2] ; où dimH = n et dim CSS(C1, C2) = 2k1−k2 . Nous allons montrerque si C1 et C⊥

2 orrigent t erreurs alors CSS(C1, C2) orrige t bit et phase�ips.Soit ~e1 et ~e2 les veteurs possédants des 1 et 0 ave la oordonnée 1 aux
t endroits des bit et/ou phase �ips. Le veteur orrompu par le bruit est :

|ψ〉 =
1

√

|C2|
∑

~y∈C2

(−1)(~x+~y)·~e2|~x+ ~y + ~e1〉Pour e�etuer la orretion d'erreur il faut faire des opérations permises parla MQ qui reonstituent |~x + C2〉. Comme il faudra aluler et stoker les�syndromes� du bit et phase �ip on ajoute des bits auxiliaires de stokage eton travaille ave l'état
|ψ〉 ⊗ |0n〉 ⊗ |0n〉 =

1
√

|C2|
∑

~y∈C2

(−1)(~x+~y)·~e2|~x+ ~y + ~e1〉 ⊗ |0n〉 ⊗ |0n〉



10.4. CODES DE CALDERBANK - SHOR - STEANE 13Corretion du bit-�ipOn alule les syndromes H1(~x+~y+~e1) = H1~e1 (grâe à la matrie de paritédu ode C1). Ce alul peut être implémenté de faon unitaire :
U1|~x+ ~y + ~e1〉 ⊗ |0n〉 ⊗ |0n〉 = |~x+ ~y + ~e1〉 ⊗ |H1~e1〉 ⊗ |0n〉si bien que

U1|ψ〉 ⊗ |0n〉 ⊗ |0n〉 =
1

√

|C2|
∑

~y∈C2

(−1)(~x+~y)·~e2 |~x+ ~y + ~e1〉 ⊗ |H1~e1〉 ⊗ |0n〉Une mesure du seond registre dans la base omputationelle donne |H1~e1〉ave probabilité 1 (ar le ket |H1~e1〉 peut être fatorisé dans la dernièreexpression, et 'est un veteur de la base omputationelle). Don on onnait lesyndrome H1~e1 et si |~e1| ≤ t on peut orriger les erreurs grâe à un algorithmelassique (pour le ode C1). Cela permet d'appliquer l'opérateur unitaire
∏omposantes non nulles de ~e1

Xi ≡ U1,corrpour orriger l'état quantique. On obtient
U1,corrU1|ψ〉 ⊗ |0n〉 ⊗ |0n〉 =

1
√

|C2|
∑

~y∈C2

(−1)(~x+~y)·~e2 |~x+ ~y〉 ⊗ |H1~e1〉 ⊗ |0n〉Corretion du phase-�ipD'abord, pour passer dans une base plus naturelle, on applique les portes deHadamard H⊗n e qui donne
H⊗nU1,corrU1|ψ〉 ⊗ |0n〉 ⊗ |0n〉

=
1

2n/2

1
√

|C2|
∑

~y∈C2

(−1)(~x+~y)·~e2

∑

~z

(−1)~z·(~x+~y)|~z〉 ⊗ |H1~e1〉 ⊗ |0n〉

=
1

2n/2

1
√

|C2|
∑

~z

∑

~y∈C2

(−1)(~z+~e2)·(~x+~y)|~z〉 ⊗ |H1~e1〉 ⊗ |0n〉

=
1

2n/2

1
√

|C2|
∑

~z

∑

~y∈C2

(−1)~z·(~x+~y)|~z + ~e2〉 ⊗ |H1~e1〉 ⊗ |0n〉On note que
∑

~y∈C2

(−1)~z·~y =

{

|C2| si ~z ∈ C⊥
2 ,

0 sinon



14 CHAPITRE 10. CORRECTION D'ERREUR EN MQe qui donne l'état :
=

1

|C⊥
2 |

∑

~z∈C⊥

2

(−1)~z·~x|~z + ~e2〉 ⊗ |H1~e1〉 ⊗ |0n〉.On implémente maintenant le alul du syndrome de C⊥
2 de faon unitaireen stokant le résultat dans le dernier registre

U2|~z + ~e2〉 ⊗ |H1~e1〉 ⊗ |0n〉
= |~z + ~e2〉 ⊗ |H1~e1〉 ⊗ |H⊥

2 (~z + ~e2)〉
= |~z + ~e2〉 ⊗ |H1~e1〉 ⊗ |H⊥

2 ~e2〉.où ii H⊥
2 est la matrie de parité de C⊥

2 . L'état obtenu est :
U2H

⊗nŨ1,corrU1|ψ〉 ⊗ |0n〉 ⊗ |0n〉

=
1

√

|C⊥
2 |

∑

~z∈C⊥

2

(−1)~z·~x|~z + ~e2〉 ⊗ |H1~e1〉 ⊗ |H⊥
2 ~e2〉.La mesure du dernier registre (dans la base omputationelle) projette sur

|H⊥
2 ~e2〉 lui-méme, ave probabilité 1. Don H⊥

2 ~e2 est onnu et ~e2 peut étrealulé si C⊥
2 orrige t erreurs (on suppose |~e2| ≤ t). Cela permet alors d'ap-pliquer l'opérateur unitaire

U2,corr ≡
∏omp non nulles de ~e2

Xipour trouver l'état :
U2,corrU2H

⊗nŨ1U1|ψ〉 ⊗ |0n〉 ⊗ |0n〉

=
1

√

|C⊥
2 |

∑

~z∈C⊥

2

(−1)~z·~x|~z〉 ⊗ |H1~e1〉 ⊗ |H⊥
2 ~e2〉.La derniére étape onsiste maitenant à appliquer une fois de plus H⊗n pourrevenir dans la base initiale. Cela donne

H⊗nU2,corrU2H
⊗nU1,corrU1|ψ〉 ⊗ |0n〉 ⊗ |0n〉

=
1

√

|C⊥
2 |

1

2n/2

∑

~z∈C⊥

2

∑

~y

(−1)~z·(~x+~y)|~y〉 ⊗ |H1~e1〉 ⊗ |H⊥
2 ~e2〉

=
1

√

|C⊥
2 |

1

2n/2

∑

~z∈C⊥

2

∑

~y

(−1)~z·~y|~y + ~x〉 ⊗ |H1~e1〉 ⊗ |H⊥
2 ~e2〉.



10.4. CODES DE CALDERBANK - SHOR - STEANE 15Maintenant on note (omme avant) :
∑

~z∈C⊥

2

(−1)~z·~y =

{

|C⊥
2 | si ~y ∈ (C⊥

2 )⊥ = C2,

0 sinon.L'état �nal obtenu est don :



1

√

|C2|
∑

~y∈C2

|~x+ ~y〉



 ⊗ |H1~e1〉 ⊗ |H⊥
2 ~e2〉.Nous voyons que le mot de ode initial a été reonstruit dans le premierregistre !Exemple : Le ode de SteaneLe ode de Steane est un ode CSS(C1, C2) ave C1 = Hamming (7, 4) et

C2 = C⊥
1 . On montre que e ode posséde 7 qubits, est de dimension 2 etorrige une erreur. Les mots de odes sont (voir exeries)

|0〉Steane =
1√
8
{|0000000〉+ |1001101〉+ |0101011〉+ |0010111〉

+ |0111100〉+ |1011010〉+ |1100110〉+ |1110001〉}et
|1〉Steane =

1√
8
{|1111111〉+ |0110010〉+ |1010100〉+ |1101000〉

+ |1000011〉+ |0100101〉+ |0011001〉+ |0001110〉}.Le mot |0〉Steane orrespond à la lasse d'équivalene de (0000000) ∈ C1 et ledeuxiéme mot |1〉Steane orrespond à la lasse d'équivalene de (1111111) ∈
C1.


