
Chapitre 7Algorithme de GroverDans e hapitre nous étudions un algorithme entièrement di�érent despréédents, qui s'applique à des objets sans struture ou sans symmétrie (iln'y a pas de sous groupe ahé, pas de période, et...). Il s'agit d'un algorithmeave orale qui e�etue la reherhe d'un élément marqué dans un ensemblesans struture ou une base de donnée sans struture. Donnons un exempleonret.Prenons un annuaire (la base de donnée) et supposons que les numérosde téléphone jouent le r�le des entrées, les personnes orrespondantes jouentle r�le des sorties. Etant donné une entrée (le numéro de téléphone) il estdi�ile de retrouver la sortie (le nom de la personne orrespondante). La seulefaçon de proéder est de faire une reherhe exhaustive ou bien de proéderà une reherhe aléatoire. Ces deux méthodes requièrent de soumettre O(N)questions à l'annuaire où N est le nombre d'entrées. Don si N = 2n, 'est àdire que l'on peut dérire tout l'annuaire ave n bits, le temps de reherheest exponentiel O(2n). La raison fondamentale étant que la liste des numérosde téléphone n'est pas ordonnée et ne possède auune struture. Bien sûrle problème onsistant à reherher le téléphone d'une personne onnaissantson nom est faile ar la liste des noms est ordonnée par ordre alphabétiqueet possède don une struture.Nous verrons que l'algorithme de Grover permet de résoudre le problèmeen un temps O
(√

N
)

= O
(
2

n
2

). Le temps est toujours exponentiel mais(pour N assez grand) au moins nous obtenons, grâe au alul quantique,une aélération quadratique. Il est possible de montrer que si le problèmen'a pas de struture spéiale sous-jaente, il n'est pas possible de faire mieuxque O
(√

N
) dans le adre du modèle de Deutsh des iruits quantiques.Remarque : reonsidérons le problème de la fatorisation d'un entier N =1



2 CHAPITRE 7. ALGORITHME DE GROVER
p · q ave deux fateurs premiers. Il n'est pas possible d'avoir p et q su-périeurs à √

N , don l'un des deux est ≤
√
N . En herhant à travers laliste {1, 2, . . . ,√N} nous trouverons sûrement un des deux fateurs premiers.Ave une reherhe exhaustive il faut un temps √N , mais ave l'algorithmede Grover (ii l'orale serait une boîte noire testant la division de N par

x ∈ {1, 2, . . . ,
√
N}) il faut un temps O

(
N1/4

) e qui est déjà amusant. Noussavons qu'il est possible de faire mieux (même lassiquement) et d'obtenirune aélération exponentielle grâe à l'algorithme de Shor, mais ela est pos-sible en exploitant la symmétrie (la périodiité) d'une fontion arithmétiquereliée au problème de la fatorisation.7.1 Formulation Mathématique du ProblèmeSoit f : F
n
2 → F2 = {0, 1} et soit l'équation

f(x1, . . . , xn) = 1Nous voulons déterminer parmi les 2n entrées possibles pour f(·), au moinsune solution x̄1, . . . , x̄n. Nous ne voulons pas déterminer toutes les solutionspossibles mais simplement au moins une. L'appliation typique qui nous in-téresse est elle où il y a une solution unique. Comme nous le verrons dansl'algorithme de base il faut onnaître à priori le nombre total de solutions,mais ette restrition peut ensuite être supprimée grâe à une extension fa-ile. On notera (x1, . . . , xn) = x.Nous supposons avoir à disposition un orale quantique :
b

b

b

b

b

bUf
Uf |x〉 ⊗ |b〉 = |x〉 ⊗ |b⊕ f(x)〉

x ∈ F
n
2 et b = 0 ou 1.

︸
︷
︷

︸

n bitsLe leteur onstatera la généralité du problème formulé i-dessus.7.2 Dérivation de l'algorithmeDans les hapitres préédents nous avons toujours ommené par donnerle iruit de l'algorithme. Cette fois nous proédons de façon plus indutiveet verrons que l'algorithme de Grover peut être onstruit de façon asseznaturelle. L'état initial entrant dans le iruit est :
| 0 . . . 0
︸ ︷︷ ︸

n fois 〉 ⊗ |1〉



7.2. DÉRIVATION DE L'ALGORITHME 3où les n premiers qubits stokent les entrées et le dernier bit est un bit auxi-liaire. Pour exploiter le parallélisme quantique nous formons une superposi-tion ohérente sur toutes les entrées possibles grâe aux portes de Hadamardagissant sur tous les qubits du premier registre :
(H ⊗ · · · ⊗H) ⊗ 1|0 . . . 0〉 ⊗ |1〉 =

1

2n/2

∑

x∈F
n
2

|x〉 ⊗ |1〉L'opération de Hadamard sur le seond registre se révèle être utile i-dessous(pour obtenir le phénomène kik-bak phase). L'état devient alors :
1

2n/2

∑

x∈F
n
2

|x〉 ⊗ 1√
2
(|0〉 − |1〉)Appliquons maintenant Uf . L'état devient

1

2n/2

∑

x∈F
n
2

|x〉 ⊗ 1√
2
(|f(x)〉 − |1 ⊕ f(x)〉)On note que

|f(x)〉 − |1 ⊕ f(x)〉 = (−1)f(x)(|0〉 − |1〉)e qui donne l'état
1

2n/2

∑

x∈F
n
2

(−1)f(x)|x〉 ⊗ 1√
2
(|0〉 − |1〉)Les opérations i-dessus sont résumées dans la �gure :

b

b

b Uf

|0〉
|0〉
|0〉
|1〉 1√

2
(|0〉 − |1〉)

1
2n/2

∑

x∈F
n
2

(−1)f(x)|x〉

︸
︷
︷

︸H
H

H
HDans l'état résultant nous voyons que la solution de l'équation f(x) = 1 aété marquée d'une phase égale à -1 (ou π).Supposons que le nombre de solutions est M et dé�nissons deux étatsquantiques,

|S〉 =
1√
M

∑x sol |x〉
|P 〉 =

1√
N −M

∑x pas sol |x〉



4 CHAPITRE 7. ALGORITHME DE GROVEROn peut alors voir que :
1√
N

∑

x

|x〉 =

√

M

N
|S〉 +

√

N −M

N
|P 〉

1√
N

∑

x

(−1)f(x)|x〉 = −
√

M

N
|S〉 +

√

N −M

N
|P 〉Puisque √

M
N

et √
N−M

N
sont ≤ 1 et √

M
N

2

+
√

N−M
N

2

= 1 on peut dé�nir unangle θ0 tel que
sin θ0 =

√

M

N
et cos θ0 =

√

N −M

NNous avons maintenant une interprétation géométrique du iruit i-dessus.L'entrée du premier registre est un veteur dans le plan {|P 〉, |S〉} formantun angle θ0 ave l'axe |P 〉. La sortie est le veteur obtenu par ré�exion parrapport à |P 〉 et formant l'angle −θ0 ave e dernier (voir �gure).
|P 〉

|S〉 |ψ1〉
|ψ0〉 = 1√

N

∑

x |x〉
θ0

−θ0

2θ0

L'état ré�éhi ontient les solutions marquées par une phase -1. La pro-haine étape onsiste en une ré�exion par rapport à |ψ〉, e qui nous amènesur |ψ1〉 (voir �gure). On notera deux points importants :� En obtenant |ψ1〉 on s'est rapprohé de |S〉 (au moins si θ0 était faibleau départ, don M << N).� La ré�exion est faite par rapport à |ψ0〉 et n'utilise auune informationsur les solutions (inonnues).Nous avons
|ψ1〉 = cos 3θ0|P 〉 + sin 3θ0|S〉Le troisième point ruial qu'il faut remarquer est :� |ψ1〉 est une rotation d'angle 2θ0 de |ψ0〉 dans le plan {|P 〉, |S〉}.En itérant e proédé � ré�exion autour de |P 〉, puis ré�exion autour de

|ψ0〉 � on obtient la suite d'états obtenus par rotations suessives d'angle
2θ0 :

|ψK〉 = cos((2K + 1)θ0)|P 〉 + sin((2K + 1)θ0)|S〉



7.2. DÉRIVATION DE L'ALGORITHME 5Si θ0 est assez petit (e qui sera le as en pratique ar M << N) et si Mest onnu on peut hoisir le nombre d'itérations K tel que (2K + 1)θ0 ≈ π
2pour obtenir un état �nal presque parallèle à |S〉. Une mesure donnera alorsune solution ave probabilité prohe de 1. Cette analyse est présentée dansle prohain paragraphe.Revenons maintenant à l'implémentation de la ré�exion autour de |ψ0〉dans le iruit quantique. La ré�exion d'un veteur ~V par rapport à ~ψ0 or-respond à l'opération suivante (véri�ez le ave un dessin !)

~V 7→ 2( ~ψ0

T · ~V ) ~ψ0 − ~VEn notation de Dira :
|V 〉 7→2|ψ0〉〈ψ0|V 〉 − |V 〉

=(2|ψ0〉〈ψ0| − I)|V 〉
=H⊗n(2|0 . . . 0〉〈0 . . . 0| − I)H⊗n|V 〉L'opération (unitaire) dans les parenthèses a pour e�et de hanger la phasedes entrées non nulles :

(2|0 . . . 0〉〈0 . . . 0| − I)|x〉 =

{

|0 . . . 0〉 si x = (0 . . . 0)

−|x〉 sinonNous appelons et opérateur Phase Cond pour phase onditionelle. Le iruitimplémentant la ré�exion par rapport à |ψ0〉 est
b

b

b

b

b

b

Phase cond

H
H

H

H
H

H

2|ψ0〉〈ψ0|v〉 − |v〉|v〉
︸

︷
︷

︸En ombinant e iruit ave elui de la �gure 1 nous obtenons :
b

b

b

b

b

b

b

b

bUf

Phase
Cond

H
H

H

H

H
H

H

H
H

H



6 CHAPITRE 7. ALGORITHME DE GROVERLa boîte enadrée représente l'opérateur de Grover appelé G. Son e�etsur
1√
N

∑

x

|x〉 ⊗ |0〉 − |1〉√
2

= (cos θ0|P 〉 + sin θ0|S〉) ⊗
|0〉 − |1〉√

2est d'e�etuer une rotation d'angle 2θ0 dans le plan {|P 〉, |S〉}. La sortie est
(cos 3θ0|P 〉 + sin 3θ0|S〉) ⊗

|0〉 − |1〉√
2L'algorithme de Grover onsiste à itérer ette opération G un ertain nombrede fois. Son iruit peut être symbolisé omme suit :

b b bG G G

H

H⊗n |ψk〉

|0〉−|1〉√
2

|0n〉

|1〉La profondeur (temps de alul) du iruit est O (K) et sa largeur n+ 1.7.3 Analyse ProbabilisteNous faisons une mesure sur les bits du premier registre dans la baseomputationnelle. La probabilité d'obtenir un état |x〉 qui est solution est :
(sin(2K + 1)θ0)

2 = |〈S|ψK〉|2Rappelons que sin θ0 =
√

M
N

et cos θ0 =
√

1 − M
N
.Disutons d'abord le as faile M = N

4
. Dans e as sin θ0 = 1

2
et

cos θ0 =
√

3
2

e qui signi�e θ0 = π
6
. Au bout d'une itération (K = 1) l'état estaligné ave |S〉 ar 3θ0 = π

2
. Nous trouvons don 1 solution ave probabilitéégale à 1 en une mesure et l'orale a été onsulté 1 fois. Bien sûr e as estmodérément intéressant ar quand il y a N

4
solutions on peut en trouver uneave probabilité 1

4
en posant une question aléatoire à un orale lassique.Ensuite on peut ampli�er ette probabilité à 1 − ǫ en répétant l'expériene

O(| ln ǫ|) fois.Prenons maintenant le as M = 1 . Ce as est lassiquement le plusdi�ile. Dans e as sin θ0 = 1√
N

et don l'angle θ0 est très petit, θ0 ≈ 1√
N
.



7.3. ANALYSE PROBABILISTE 7Don
sin2(2K + 1)θ0 = sin2(

2K + 1√
N

)Pour 2K+1√
N

≈ π
2
ette probabilité est prohe de 1. C'est à dire qu'ave K =

[π
4

√
N ] (partie entière supérieure ou inférieure, 'est égal) la probabilité desuès est prohe de 1. On peut voir que ette dernière est 1 − O

(
1
N

).Cas général ave M général onnu.� M < 3
4
N . Alors sin θ0 <

√
3

2
⇒ θ0 <

π
3
. Itérons ⌊ π

4θ0

⌋ = K fois. Puisque
⌊ π

4θ0

⌋ = π
4θ0

− 1
2

+ δ ave |δ| < 1
2
on a :

(2K + 1)θ0 =
π

2
+ 2δθ0ave 2|δ|θ0 < 2|δ|π

3
< π

3
. Don (2K + 1)θ0 >

π
2
− π

3
et

sin2(2K + 1)θ0 > sin2(
π

2
− π

3
) = sin2 π

6
= (

1

2
)2 =

1

4La probabilité de suès est au moins 1
4
et peut ensuite être ampli�éeomme avant.� M > 3

4
N . On a une probabilité de suès de 3

4
simplement grâe à unequestion lassique.Cas général ave M général inonnu. SiM est inonnu nous ne savonspas ombien de fois itérer et le problème serait que nous itérions pas assezou trop. L'algorithme suivant à une probabilité de suès de 1

4
(e qui noussu�t ar elle-i peut ensuite être ampli�ée).1) Prendre une entrée x aléatoirement uniformément. Si f(x) = 1 → SUCCES2) Sinon hoisir R ∈ {0, 1, 2, . . . ,

√
N − 1} uniformément aléatoirement etappliquer Grover ave R itérations. Mesurer la sortie.Montrons que la probabilité de suès est toujours ≥ 1

4
. Si M ≥ 3

4
N lepoint 1 à une probabilité de suès 3

4
qui est plus grand que 1

4
. Si M < 3

4
Non a surement Prob(suès) ≥ Prob(suès au point 2)



8 CHAPITRE 7. ALGORITHME DE GROVERMaisProb(suès au point 2) =

√
N+1∑

R=1

Prob(suès au point 2 | R) Prob(R)
=

1√
N

√
N−1∑

R=0

sin2(2R + 1)θ0

=
1

2
− sin 4

√
Nθ0

4
√
N sin 2θ0La dernière égalité se démontre en représentant le sinus ave des exponen-tielles omplexes (formule d'Euler) puis en utilisant la formule de la sommegéométrique. Montrons que e dernier membre est ≥ 1

4
(pour M < 3

4
N).D'une part sin 4

√
Nθ0 < 1. D'autre part

sin 2θ0 = 2 sin θ0 cos θ0 = 2

√

M

N

√

N −M

M
> 2

√

M

N

√

N

4N
>

1√
NCes deux remarques impliquent

sin 4
√
Nθ0

4
√
N sin 2θ0

≤ 1

4d'où Prob(suès au point 2) ≥ 1

2
− 1

4
=

1

4


