TRAITEMENT QUANTIQUE DE LINFORMATION II. SOLUTION SERIE 5

Exercice 1:
(a) Une fagcon de montrer 'unitarité est de vérifier que le prodcalaire est préservé. On a:

(XY |(SWAP) SWAPIX, y) = (Y X |yX)
= (Yle XNy ®1x)
= (Y IyXX[%)
= (X [XXY'ly)
= (XY NI ®1y))
= (XY'|xy).

Cela s’étend a n'importe quels états

19) = > Colxy) etly) = )y IXY)
Xy Xy’

par linéarité. C'est a dire|¢) et|y),

(WI(SWAP)Y SWAR®) = (y1¢).

1 0 0 0
L 0 1 0Of.loO .
En prenant la bag80), |01), |10), |11) correspondant ol'lol'l 11| o0 on trouve la matrice
0 0 0 1
110 00
0|0 1]0
SWAP = ol1 olo
0|0 0|1
(b) La matrice de I'Hamiltonien Heisenberg (voir série 4) est :
110 0]0
0O(-1 270
M=ol 2 —1]0
0l0 0|1
C’est une matrice par blocs, donc d’aprés l'indication :
gt 0 0| O
¢ 0 0
expCizHI =] o exp(—itJ( 12 )) 0
2 -1
0 0 0fe™




Calculons le bloc % 2 :

Etl, ox commutent donc

explitd(—1 + 20y)) = exp(tdl). exp(-2itdoy)

jtd )
expatJI)z( e|0 e'% )ze'”( é 2)

exp2itdoy) = (cos 2d)l —iox(sin 2J)

[ cos2) —isin2J
|\ —isin2J cos2J

Ainsi,

_ -1 2 _ g cos2) —isin2J
exp(—ltJ( 5 _1 ))— (—isin2tJ COSZJ)

Et I'opérateur d’évolution total de I' Hamiltonien d’Heiesberg est :

1 0 0 0
ex (—iEH)— 0 ez't?cosz\] _ieZItJSInZJ 0
PEIZF) =1 0| —ie?Vsin2td eYcosad | 0
0 0 0 1
Pourt = 75 on trouve
1 0 0O
. =0 0 1 0
eXp(—I£H) =e 4 0100
0 0 01

Démonstration des formules utiles
2 k
A O A2 0 (A 0O\ _
0 B) :( 0 BZ)etpourtoulkzZ.( 0 B) _(
utilise le développement
expC = kz_;) o

valable pour des matrices. Tout cela se généralise a un ramifconque de blocs.
Pour la formule explo) = | cosa + i sina on procéde en remarquant que

On vérifie d’abor

exp(faoy) = Z (i;l]—?mof
m=0 :



|Y> N\ 1.4@ —_— |X>

oM =ogrsimi ir;oMm=1si ir. i i i in i
eto} simimpair; of! = | sim pair. Les termes impairs donnénf sine et les termes pairs donnent
(cosa)l.

(c) Le circuit suivant réalise SWAP a partir de CNOT
En détail :

(CNOT)(CNOTY(CNOT)|x, y)

= (CNOT)(CNOTJ|x,y & X)

= (CNOT)|x® (Y& X),y® X)
y.y&x)

=ly.(yex) ey

=1y, X).

Autre méthode de solution pour (b):

Grace a la série 4 on sait que I'Hamiltonien de Heisenberdiagbnal dans la base (de ses états propres)
des états triplet et singulet.

Triplet: | TT); 1 TL) +1117); 1 Ll) ontune énergi&€; = iJ. Donc au cours de I'évolution temporelle ils
deviennene ™| 17); e™(| 11y + [ 1)) ; €] L1).

Singulet ] 10)—| | 1) posséde I'énergiEy = —3%J donc il évolue comme3(| 11y -1 |1)). Pourt = 5
la phase des triplet esfti et celle des singulet esti = e'ie"” = (-1)é7.

Conclusion ‘A une phase pres on voit quéT) — [ TT); [T + I = IO+ 1D 11D = 11l et
[T =11 =111 —11Tl) ce qui est un SWAP dans cette base.




